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Stationdre Zustdnde in der relativistischen Quantentheorie der Wellenfelder

Von W. HEISENBERG
Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Géttingen
(Z. Naturforschg. 5a, 367—373 [1950]; eingegangen am 26. Mai 1950)

Da in einer konvergenten relativistischen Quantentheorie einstweilen nur die S-Matrix des
Systems als ein sicherer Bestandteil des mathematischen Formalismus betrachtet werden kann,
wird im ersten Teil der Arbeit auseinandergesetzt, wie man aus dieser Matrix die stationiren
Zustinde freier Teilchen oder zusammengesetzter Systeme ermitteln kann. Die Ergebnisse
werden auf den speziellen Ansatz S = T (T* T)—1/2 angewendet, der in einer fritheren Arbeit
angegeben worden war. Dabei werden die besonderen Eigenschaften dieses Ansatzes, wie
Invarianz und Auswahlregeln, studiert und gezeigt, da3 der Formalismus fiir Vorginge mit
kleiner Energieiibertragung in den alten Hamiltonschen Formalismus iibergeht (Korrespondenz).
SchlieBlich wird die Stérungstheorie des Formalismus bis zur 2. Ndherung durchgefiihrt.

n der relativistischen Quantentheorie der Wellen-

felder geht man zweckmifBig von der sogenannten
Wechselwirkungsdarstellung aus, in der man eine
relativistisch invariante Vertauschungsrelation der
Wellenfunktionen vorgibt. Die Wellenfunktionen ge-
niigen dann einer mit dieser V.R. eindeutig ver-
kniipften linearen Wellengleichung.

Man kann weiter eine Wechselwirkungsenergie-
dichte H(x), die sich durch die Wellenfunktionen aus-
driicken liBt, einfithren und aus ihr, wenn das ganze
Verfahren konvergiert, nach der Dy s o n schen For-
mel
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die S-Matrix des Systems berechnen (P bedeutet das
Produkt der H(x) in einer solchen Reihenfolge, daf3
spitere x-Werte stets links von fritheren x-Werten
stehen).

Die Frage, ob sich in dieser Weise eine geschlos-
sene Theorie entwickeln li8t, ist in einer vorangehen-
den Arbeit des Verf.! unter der Voraussetzung unter-
sucht worden, da8 man von einer reguliren V.R.
ausgeht und die Gl. (1) durch eine etwas allgemeinere
ersetzt, die der Tatsache Rechnung trigt, daB3 bei
einer reguliren V.R. der Ausdruck fiir H(x) im all-

1 W. Heisenberg, Zur Quantentheorie der Ele-
mentarteilchen, Z. Naturforschg. 5a, 251 [1950]. Im fol-
genden stets als I zitiert. Dort finden sich auch die wich-
tigsten Literaturangaben zum Problem der Arbeit.

gemeinen nicht hermitisch sein wird. Diese Frage der
Konvergenz und Verallgemeinerung von (1) soll aber
erst im 2. Abschnitt behandelt werden.

1. Berechnung der stationdren Zustdnde
aus der S-Matrix

Im folgenden soll es sich um die Berechnung sta-
tionidrer Zustinde in dem geschilderten Formalismus
handeln; z. B. etwa in der Quantenelektrodynamik
um die Berechnung eines Zustandes, in dem ein Elek-
tron und ein Positron #hnlich wie im Wasserstoff-
atom aneinander gebunden sind. Dabei soll aber nicht
in der tblichen Weise von der Hamilton-Funktion,
sondern um der spiteren Verallgemeinerung willen
von der S-Matrix ausgegangen werden.

Der Hilbert-Vektor ¥ eines Zustandes bezieht sich
in der Wechselwirkungsdarstellung bekanntlich im
allgemeinen auf eine dreidimensionale , Fliche” o,
die die Eigenschaft haben muf3, daf3 beliebige Punkte
in ihr stets durch raumartige Vektoren verbunden
sind. Wir betrachten nun nicht beliebige Flichen o,
sondern wihlen eine einparametrige Schar solcher
Flichen aus, indem wir von einer willkiirlichen Grund-
fliche o, ausgehen und alle anderen Flichen dadurch
erhalten, da3 wir die Fliche 6, um den Vektor ¢,7
verschieben, wobei ¢, ein Einheitsvektor mit beliebi-
ger zeitartiger Richtung und 7 der Parameter der Ver-
schiebung ist. Der Hilbert-Vektor soll zunichst nur
fiir Flichen dieser Schar bestimmt werden, er ist also
dann eine Funktion des Parameters 7 (und der Grund-
fliche a).

Den Energie-Impulsvektor des ungestorten Systems
(d. h. der freien Teilchen ohne Wechselwirkung) be-
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zeichnen wir mit J,°. Wendet man diese Operatoren
J,0 an auf einen Hilbert-Vektor ¥, der den Zustand
freies Teilchen vom Impuls k“ charakterisiert, so

gilt also:
JL Y =k, B e 2

Man kann dann von der Wechselwirkungsdarstel-
lung zu einer etwas verallgemeinerten Schrodinger-
Darstellung iibergehen, indem man

X =ty ®)

setzt. Dieser Hilbert-Vektor wird in einem stationiren

Zustande nur noch in der Form '« “«7 von 7 ab-
hingen, wobei J,” den Energie-Impulsvektor des
betreffenden stationiren Zustandes bedeutet. Die J,’
sind also keine Operatoren, sondern die Eigenwerte
von Gesamtenergie und -impuls zu diesem Zustand.
In der zeitunabhingigen Darstellung lautet also
schlieBlich der Hilbert-Vektor:

O = ei " =1 ) g7 i

oder (4)
P = U =V et

In einem stationiren Zustande ist @ von 7 unab-
hingig.

Die S-Matrix transformiert ihrer Definition nach
den Hilbert-Vektor ¥ (r = —o0) in ¥ (r = + o0).
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dem sehr groBen positiven Wert 7,, so transformiert
diese Matrix S:‘:’ den Hilbert-Vektor ¥ (r,) in ¥ (t).
Geht man zur @-Darstellung iiber, so setzt man

To_ U0 =TV eyt ot —iU0—T,) ey
U = ¢ W un s e U= hdwn ()

und die Matrix U™ transformiert @ (7,) in @ ().
71
Man kann nun die stationiiren Zustinde durch die

Aussage charakterisieren, da3 der Ausdruck U:" D(7y)
1
von 7, unabhingig sein soll. Dabei wird es im Sinne
der S-Matrix-Theorie geniigen, dies fiir hinreichend
groBBe negative Werte von 7, zu fordern, d. h. zu ver-
langen, daf3 U?f@(rl) fir 1; ~ —oo einem Grenz-
wert zustrebt. Die Eigenwerte J,” der stationiren
Zustinde sind also diejenigen Werte J,/, fiir die
U:l @ (r,) im limes 7, -~ —oc einem von 7, unab-
hingigen Grenzwert zustrebt. Fiir die Bestimmung
der stationiren Zustinde geniigt es also nicht ganz,
Si; bzw. Uiz zu kennen, man muf3 vielmehr auch
noch wissen, dal U?<15(rl) fir 7, ~ —oo einem
) 1
Grenzwert zustrebt?.

Es soll nun der Zusammenhang dieser Aussage mit
dem iiblichen Hamilton-Formalismus hergestellt wer-
den. Zu diesem Zweck schreiben wir die genannte Be-
dingung in der Form

Erstreckt man die Integrale in (1) zunichst nicht von d . .
—o0 bis + oo, sondern von einer Fliche mit dem . Ug®(r)=0 fir q— —o0, (6)
sehr groflen negativen Wert 7, zu einer Fliche mit
Es folgt v
{l (]‘u() _Jluv) (“‘u el ei ]',t"{” T:i j‘d(jlt g!' H (x) e—i ,.“0 E!‘ Z':’} U% 7] (rl) =0. (7)
oq,

(do, bezeichnet einen Vektor, der an der Stelle des
Flichenelements do senkrecht auf der Fliche o steht).

Der Operator in der Klammer ist von 7, unab-
i] & Ts

" —iJ, e,

o

hingig, da die Faktoren e und e
einfach die Fliche o,,in ¢, zuriickverschieben. Statt
(7) kann man also schreiben

fo0 =16+ fdou i wlom 0. ®
%

Diese Gleichung ist tatsiichlich identisch mit der
iiblichen Hamilton-Gleichung, in der nur Operatoren
vorkommen, die von 7, unabhingig sind. Dabei wird
die Fliche o, gewdhnlich als eine zum Vektor e,
senkrechte ebene Fliche angenommen. Diese An-
nahme ist aber nicht notwendig, denn die Losungen

der Gl.(8) fiir verschiedene Flichen ¢, gehen durch
einfache kanonische Transformationen auseinander
hervor, wie weiter unten besprochen wird. Insbeson-
dere konnen also die Eigenwerte J,' nicht von der
Wahl von ¢, abhingen.

Bevor Gl. (8) auf die Fille erweitert wird, in denen
S nicht in der einfachen Form (1) dargestellt werden

2 Diese Feststellung hingt eng zusammen mit einem
Ergebnis von K. Wildermuth (Z. Physik 127, 85
[1949]), daB es bei der Berechnung der stationiren Zu-
stinde aus den Eigenwerten der S-Matrix, d. h. aus den
Phasenfaktoren fiir Streuung (und zwar nach Kramers
aus den Polen dieser Faktoren auf der imaginiren k-
Achse) nicht nur auf das Verhalten der Phasenfaktoren
auf der imaginiren k-Achse, sondern auch auf das Ver-
halten in einer infinitesimalen Umgebung dieser Achse
ankommt.
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kann, soll noch die allgemeine Form der Eigenfunk-
tionen, d.h. der Hilbert-Vektoren eines stationiren
Zustandes besprochen werden. Dabei wird es zweck-
miiBig sein, den Zustandsvektor irgendeines statio-
niren Zustandes durch den Zustandsvektor ¥, = @,
des Vakuums auszudriicken. Als Operatoren, die auf
@, wirken, braucht man dabei die Wellenfunktionen
w(x) oder im Raum der Wellenzahlen vy (k). Ferner
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sei wp— (k) in der Schwingerschen Bezeichnungsweise
ein Operator, der ein Teilchen vom Impuls k erzeugt
[dabei enthilt v (k) einen Faktor d (k2 + »2), wo x
die Ruhmasse eines freien Teilchens ist]. Der Hilbert-
Vektor eines stationiren Zustandes, bei dem zwei
Teilchen aneinander gebunden sind, wird sich dann,
in Analogie zu den Verhiltnissen in der unrelativisti-
schen Theorie, darstellen lassen in der Form

¥ (0) = [do; J;'e '~ R TR By () wT (K) 1 (k, K) dk dK' P,
[+

oder

9)

b = [doy 1V TR ™ () T (K) 1 (k, K) dk AR P

Der Parameter v kommt in @ nicht mehr vor; @
mul} aber, um einen stationiren Zustand darzustellen,
der GL. (8) geniigen, die ja auch von 7 unabhingig ist.
2 (k, k') ist irgendeine fiir den Zustand charakteri-

stische Funktion der Vektoren k und k’. Natiirlich’

wird es im allgemeinen gar keine stationiren Zu-
stinde geben, bei denen die , Teilchenzahl“ genau
festgelegt ist; Gl. (9) sollte aber nur an einem spe-
ziellen Fall die Struktur der Eigenfunktionen zeigen.
Ganz allgemein wird man die Eigenfunktion eines
stationdren Zustandes schreiben kénnen:

V(o) =fdo,:, 1 Ve =T ® o [w k), wK)..]%,
o
(10)

wobei O [y (k), w(k')] ein Operator ist, der irgend-
wie von den Wellenfunktionen in der Impulsraum-
darstellung abhingt. @ erhilt man wieder aus ¥ (o),
indem man ¢ durch g, ersetzt.

Es ist noch zu zeigen, daf3 die Gl. (9) bzw. (10) fiir
jede beliebige Fliche o, eine Losung von (8) dar-
stellt [, ist dabei stets die Fliche, die auch in der
Schrodinger-Gleichung (8) vorkommt], wenn dies fiir
ein bestimmtes g, zutrifft. Um dies einzusehen, kann
man sich zunichst iberlegen, daf3 der auf ¥, wirkende
Ausdruck in (9) bzw. (10) unter dem Integralzeichen an
der Stelle x nur von den Wellenfunktionen an der
Stelle x oder von ihren Werten im Zukunfts- oder
Vergangenheitskegel von x abhingt. Daraus folgt,
daBl H (x") mit diesem Ausdruck iiberall vertauschbar
ist, auBBer an der Stelle x =x". Da ¥, der Hilbert-
Vektor des Vakuums ist, wirkt der Operator H (x")
also nur auf den Teil des Hilbert-Vektors in einer
vom Vakuumfall verschiedenen Weise, der zu x = x
gehort. Fiir diesen Teil aber erginzt sich der Fak-

i(J, 0 —1J O)x : .
tor e "4 w") %y , der zu einem Matrixelement

(.2 |H (x)1],2”) gehért, mit dem Faktor 'V« ~7&")%u

[des Matrixelements zu dem Faktor

i(J, —T1,0) x
e T )

J.27101)]
der nun fiir alle Matrixelemente der
Gleichung den gleichen Wert hat und daher als ge-
meinsamer Faktor vorgezogen werden kann. Damit
ist die Unabhiingigkeit von o, bewiesen. Der von der
Form von ¢ oder o, unabhingige Kern der Eigen-
funktion ist also der Operator O (y®),...), der dann
und nur dann einen stationdren Zustand beschreibt,
wenn (9) bzw. (10) eine Losung von (8) ist. In diesem
Operator kommen die Raum-Zeit-Koordinaten iiber-
haupt nicht mehr vor.

2. Erweiterung fiir den Fall nicht-
hermitischer Ausdriicke fiir H(x)

Wenn man von einer reguliren V.R. ausgeht, so
kann die Wellenfunktion vy, die mit v in der regu-
liren V.R. steht, nicht hermitisch zugeordnet zu vy
sein (vgl. Lc.I). Denn wenn man die regulire V.R.
in der Form schreibt

SPx—x) =Y ¢,S,(x—%), (11)

wobei die S;(x—=’) die iiblichen singuliren V.R.

fiir die Teilchen der Masse x; bedeuten, so miissen

einige ¢; negativ sein. Daraus folgt, daB man dann

definieren muf3:

v= D aqut+i2 BYv =2 aqviti X B,
0 c;<<0 c;<<0

Cl> Cl>0
mit |afl=¢, bzw. [8%=—¢, und PF=—1.
(12)
Die vy sind die im Sinne der Diracschen Theorie zu
w; hermitisch zugeordneten GroBlen. (Sie gehen aus
i durch Umkehrung der quantentheoretischen }/ —1

in i & hervor, ohne Umkehrung der relativistischen
J —1 in ict; kehrt man beide imaginire Einheiten
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gleichzeitig um, so erhilt man bekanntlich die Grof3e
1, die sich von y; um den Faktor y, unterscheidet.)
Neben den beiden ebengenannten imaginiren Ein-
heiten gibt es also jetzt auch noch die GroBe j, die
gewissermaflen in &dhnlicher Weise zur ,kleinsten
Linge® gehort, wie die anderen beiden zu % bzw. ¢
gehoren.

Eine aus v und 1 in der iiblichen Weise zusammen-
gesetzte Wechselwirkungsfunktion H (x) ist daher
zwar gegeniber der Vorzeichenumkehr der ersten
beiden imaginiren Einheiten, nicht aber gegeniiber
der Umkehr von j invariant. Es wurde daher in I
vorgeschlagen, zunichst eine Matrix T nach der
Formel

[

v} +co +co
(_ .)11
T:ZO 77’,/”!’ - f dxl. @ f dan(H(xl)yH(:n)i
—o0 — o 13

zu bilden und dann

S=T(T"T)~ " (14)

zu setzen. Die Matrix S ist im Gegensatz zu T unitir,
wie es sein mulf3.

AuBlerdem ist S gegen eine Vorzeichenumkehr von
j invariant. Dies kann man in der folgenden Weise

W.HEISENBERG

Dann findet man durch Umformung:

§=T; (T} T) " "=T(T_; T ;)"

=TT T_ ) =T, T, T_J(T,T_)~" (18
=T_,(T5,T_) *=5s_,.

Die damit bewiesene Invarianz von S; gegeniiber
Vorzeichenumkehr von j bedeutet physikalisch, daf3
die Matrix S; keinerlei Ubergiinge vermittelt, bei
denen eine ungerade Anzahl von Teilchen mit posi-
tivem ¢; sich in eine ungerade Anzahl von Teilchen
mit negativem c¢; verwandelt. Fiir die beiden Teilchen-
gruppen (mit positivem bzw. negativem ¢;) gelten
also streng zwei unabhingige Erhaltungssitze der
»Ladung®. Tatsichlich gibt es ja neben dem gewthn-
lichen Erhaltungssatz der Ladung noch den Erhal-
tungssatz der Nukleonenzahl, der z.B. verhindert,
daB3 ein Proton sich etwa in ein Positron und ein
oder mehrere Lichtquanten verwandelt. Doch soll
auf die Anwendung der mathematischen Ergebnisse
auf die empirischen Elementarteilchen hier nicht wei-
ter eingegangen werden.

Wir wiederholen nun die Uberlegungen des ersten
Abschnitts fiir die Matrix in (14) und definieren

T2 i(J,—J,)) e 2 —i(J =T, )T
einsehen: Aus (13) folgt zunichst Vi= e e iR TgeT e a7
und
T'=TZ] (15) Ug =V (Ve v~k (18)
Dann gilt zunichst
d . , 5
L yi- {0 —7) e +Gofdoﬂ euH @} VE (19)
und g
T (VE V) = ivg:*a f doy e, (H(x)—Hx) VE. (20)
Definiert man weiter P
—1/, —1s
dn VEVE T iz v T &
so wird 1
. 2% 2\ —e 2 17 Toy e
z=lim {(V?; [1 +06 [do, e, (H_H*)] V;‘;) U ) /-—1}, (22)
— Go

was wegen der Nichtvertauschbarkeit der auftretenden GréfBen zunichst nicht weiter vereinfacht werden

kann.

Aus der Forderung, daf3 U;l’ @ (1,) einem von 7, unabhingigen Grenzwert fiir 7; = — 00 zustreben soll,

folgt dann in Analogie zu (8)

{(]M“—]u’) €ﬂ+cfdoﬂ ew H@+VZ V_l} B (1) =0,

(3)

wobei statt V__ einfach V geschrieben ist. Da S und U gegen Vorzeicheniinderung von j invariant sind, kann
man zu (23) auch dieselbe Gleichung mit entgegengesetztem j addieren und erhilt als symmetrische Form

der Schridinger-Gleichung

, 1 e _ .
{(Jﬂﬂ—fﬂ)sﬂ + Jdopeuz H+HI+ 3 V2V + v_jz_jv_;)} $=0.

(24)



RELATIVISTISCHE QUANTENTHEORIE

Neben den Gliedern mit der Wechselwirkung
1/, [H (x) + H*(x)] enthilt die Gleichung noch die
Ausdriicke mit V__, die fiir die Abweichung vom
Hamilton-Formalismus charakteristisch sind. Zunichst
kann gezeigt werden, daf3 diese Glieder entgegen
dem #“ufleren Anschein nicht von 7, abhingen. Denn

die Potenzreihenentwicklung (13) von TZ lehrt, daB

jedes Matrixelement (JO|T|J”) als Zeitfaktor das
Integral

Ty |
f el (]“m:_ ]um) &, T dt
T

enthilt, das fiir 7, = — oo einfach durch
ei (]uo” - ]uol) Eu T2
iU =T, ey

ersetzt werden kann.

Bei der Bildung der Ausdriicke VZV— heben sich
die Exponentialfaktoren heraus und es bleibt von
den Zeitfaktoren nur noch 1/i(." —J.)e , iibrig,
was von 7, unabhingig ist. Dabei erscheint es im
ersten Augenblick unplausibel, da der Operator
VEOO, der ja ein unendlich groBes Zeitintervall iiber-
briickt, noch Uberginge enthilt, bei denen die
Energie sich dndert. Dies liegt daran, daf3 man zwar
unter V% gewdhnlich den Operator versteht, der
sich ergibt, wenn man bei v =—o0 die Wechsel-
wirkung adiabatisch einschaltet und sie bei 7 =+ oo
wieder adiabatisch ausschaltet; dann enthilt der
Operator nur Uberginge, bei denen sich J,° nicht

dndert. Bei V™_ aber wird die Wechselwirkung

oo
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ja nicht adiabatisch ausgeschaltet, sie ist zur Zeit 7,

noch in voller Stirke vorhanden. Daher stellt y™_
die Transformation dar, die von den Zustinden vor
adiabatischer Einschaltung der Wechselwirkung zu
denen nach Einschaltung fiihrt; dabei kann es auch
Anderungen der J,° geben.

Die Operatoren V in (24) kénnen, anders als in
der gewdhnlichen Hamilton-Theorie, am Zustands-
vektor @ raumzeitliche Mittelungen iiber Gebiete
von der GroBenordnung der kleinsten Linge aus-
fithren, die das charakteristische Merkmal jeder S-
Matrix-Theorie sind. Daher kann auch der Schluf3,
daB3 der Operator O in der Zustandsfunktion von der
Form der Fliche o, unabhingig sei, aus dem ersten
Abschnitt nicht ohne weiteres ibernommen werden.
Vielmehr besteht die Unabhingigkeit vielleicht nur
dann, wenn die Flichen in Gebieten von der Grof3en-
ordnung der kleinsten Linge praktisch eben sind.
Wir wollen dies also voraussetzen und annehmen,
daB die Kriimmungsradien der Fliche stets sehr grof3
gegen die kleinste Linge sind. Dann kann der Ope-
rator O jedenfalls aus (23) bzw. (24) dhnlich wie in (8)
unabhingig von o, bestimmt werden.

3. Storungstheorie

Die Struktur der Schrodinger-Gleichung (24) 146t
sich besonders leicht iiberblicken, wenn man die
Wechselwirkung als klein voraussetzt und nach ihr
entwickelt. Bricht man die Entwicklung mit dem
zweiten Gliede in H ab, so erhillt man durch Aus-
rechnung der Ausdriicke VZV—1 an Stelle von (24):

. T2 s 10
{(I,ﬁ—l,/)e,ﬂr fdoMslu%(H—i—H*)—(— Lleu' ™ [(H—H*)dxe "'« ™, [doy ey (H—HY) }«I)zo
0o 0 -

8

—0C O

(hierbei ist die Abkiirzung [a,b] = ab— b a beniitzt).

Berechnet man aus dieser Gleichung den Eigenwert
eines Zustandes in zweiter Niherung, so erkennt man
deutlich, in welcher Weise der Formalismus die un-
endlichen Selbstenergien beseitigt. Setzt man nim-
lich H=A+jB, so wiirde man vom ersten klassi-
schen Wechselwirkungsglied der Gl. (25) als Zusatz
zweiter Ordnung zur Selbstenergie nur den bekann-
ten Ausdruck

i

E,—E

= S 1
erhalten, der im allgemeinen divergiert. Dazu kommt
aber nach (25) aus den nicht-Hamiltonschen Gliedern

(25)

noch der ebenfalls divergierende Ausdruck
By By

E,—E’

der mit dem ersten zusammen sich auch in der Form
schreiben 143t
+Z H, Hyy
_ E—E,

(Ausdriicke der Form A Bx verschwinden!), was
wegen der reguliren V.R. konvergiert.

Im iibrigen ist die Benutzung der Schrodinger-
Gleichung (24) zur Ermittlung der Eigenwerte J,
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fiir die Zustinde freier Teilchen, die durch die
Wechselwirkung modifiziert werden, nicht besonders
zweckmiiBig. Es ist viel einfacher, den Ausdruck
U"” @, direkt durch Reihenentwicklung nach H (x)
zu berechnen, wobei @, den ungestorten Zustands-
vektor etwa zu einem Zustand mit dem Eigenwert
7. bedeutet. Man entnimmt dann S;’ aus der For-

mel (31) der fritheren Arbeit und multipliziert von

links mit
G =1, T ’

von rechts mit
e—-i(l_u“—-’,u') £, T

und liBt 7, spiter gegen — oo gehen. Der Eigen-

(]‘uO,| UE ]!lo,) = lim

T1—+—X

o]

(] "'|l+1é‘]b e (e — 1) —

e j dxlf dx: [P (H (x;) H

1

(x2)) 4+ P (H* (x1) H* (x2))] — -
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wert J,” folgt aus der Forderung, daf3 das Diagonal-
glied in U;
mul3. Zur Berechnung des Diagonalglieds hat man
hier auch

zu J,°=1J,Y von 7, unabhingig sein

ei U =T, e (Ta—T4)

nach Potenzen von 7, — 17, zu entwickeln, wobei man,
wenn man sich moglichst eng an die frithere St6-
rungstheorie anschlieBen will,

Tu' =1 =Y 47"
n
setzen kann (n bezeichnet die Potenz von H, zu der
das betreffende Glied gehort). Nach diesem Verfahren

erhilt man, wenn man bis zur 2. Niherung geht:

'} j (H+H*) dx + i I ey (e —171)

[A],u, €u (e — Tl)]2 (26)

+~2—A12)§M(T2—I1)I(H+H*) dx——[ fdx(H H*)] |7 O')—const.

Durch Vergleich der mit 7,—7; zunehmenden Glieder folgt:

1 i l ‘2 "
J]A(li)fu :rlklzﬁv%)_— 7 (]lto |5 P rj aEiE+ H*)l]/‘O ),
AJ&? ey = 7 E?o r;;r (] o= : fdxl fdxz [P(H () H (x2)) + P(H* (x1) H* (x2))] |J 0,) D

Die Eigenfunktion des Zustandes J,”, der ein
durch die Wechselwirkung modifiziertes freies Teil-
chen vorstellt, lautet

b = UEQQ D, . (28)

Wenn ein stationidrer Zustand dadurch zustande
kommt, da3 mehrere Teilchen durch die Wechsel-
wirkung aneinander gebunden sind, so wird aller-
dings eine so einfache Berechnung des Zustands-
vektors kaum moglich sein, vielmehr wird man dann
zweckmilig die Schrodinger-Gleichung (24) be-
niitzen.

4. Korrespondenz und Eindeutigkeit
des Formalismus

Die Abweichung des vorliegenden Formalismus
von der Hamiltonschen Theorie riihrt von den imagi-
niren (also zu j proportionalen) Anteilen der Wechsel-
wirkung H her. Dies ist besonders deutlich an Gl. (25)
zu sehen.

Die regulire V.R., die der Theorie zugrunde liegt,
enthiilt als Dimensionskonstante die ,kleinste Linge*
l,; daher haben die aus der V.R. folgenden Massen
der ungestorten Elementarteilchen Werte der Grof3en-
ordnung 7 (cly)~! (oder in unseren Einheiten [;—),
auch die Unterschiede der Massen werden von dieser
GroBenordnung sein.

Die Ubergangselemente, die zum imaginiren Teil
von H gehoren und Uberginge einer ungeraden Zahl
von Teilchen mit positivem ¢; in eine ungerade Zahl
von Teilchen mit negativem ¢; bewirken [vgl. (11) und
(12)], sind daher auch, wenn nicht besondere Ver-
hiltnisse vorliegen, mit Energieinderungen der Gro-
Benordnung [, verkniipft.

Betrachtet man nun Vorgiinge, bei denen nur viel
kleinere Energien (< [;~!) umgesetzt werden, so
kann man die Beitrige der imaginiren Teile von H
in dhnlicher Weise als konstant ansehen, wie man
etwa in der Theorie der Bandenspektren die Elek-
tronenenergien als konstant ansehen darf. In diesem
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Fall kehrt man also zu einem reinen Hamilton-For-
malismus zuriick. Damit ist gezeigt, daB die durch
(14) bzw. (24) dargestellte Theorie fiir kleine Ener-
gien (<[y!) in die bisherige Hamiltonsche Theorie
iibergeht, wihrend die .nicht-Hamiltonschen Glieder
bei hohen Energieiibertragungen fiir die Konvergenz
des Verfahrens sorgen.

An dieser Stelle entsteht die Frage, ob es neben
dem Ausdruck (14) nicht auch noch andere Formeln
fiir S gibt, die ebenso wie (14) S unitir machen und
zugleich die Xorrespondenz gewihrleisten. Man

koénnte etwa an Formen fiir S wie (T T_i)l‘,2 , T;’/2 T

Ty, dgl. denken. Die Rechnung zeigt aber,

_j’

daB keiner dieser Ansiitze unitir ist. Der einzige Aus-
druck, der neben (14) noch in Betracht kommt, lautet

S=(TT) " "T. (29)

Man kann aber ohne Schwierigkeit sehen, da3 er mit

dem Ausdruck T (T*T)™ " identisch ist. Man findet
nidmlich durch einfache Umformung

(rT)~tT=TIT ' (TTY " TI=T(T* D)~ ".
(30)
Daher diirfte die Formel (14) bzw. (29) wohl die
einzige einfache Darstellung der S-Matrix durch die
T-Matrix sein.

Eine Differentialgleichungstheorie der Elementarteilchen

Von K. WILDERMUTH
Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Goéttingen
(Z. Naturforschg. 5 a, 373—381 [1950]; eingegangen am 9. Juni 1950)

Im ersten Teil wird gezeigt, dal man zur Gewinnung einer divergenzfreien Theorie der
Elementarteilchen zwangsliufig vom iiblichen Hamilton-Formalismus abweichen muf}, falls
man nicht ein sehr gekiinsteltes Abschneideverfahren fiir die hohen Impulse2, durch die in
der Quantentheorie der Wellenfelder bekanntlich immer die Divergenzen hervorgerufen
werden, einfithren will; d. h., falls man nicht den physikalisch sehr einleuchtenden Gedanken
aufgeben will, da3 durch die Wechselwirkung simtlicher Teilchen untereinander die Diver-
genzen der Theorie von selbst verschwinden.

Im zweiten Teil werden ein paar qualitative physikalische Folgerungen besprochen, die
man bereits jetzt aus der Theorie entnehmen kann. Wie in der Arbeit von Heisenberg!
ausgefithrt wurde, muf3 man sich im Rahmen der obigen Theorie die Teilchen mit ganz-
zahligem Spin als aus Spinorteilchen zusammengesetzt vorstellen. Es zeigt sich nun, daf3 es
auch niherungsweise nicht richtig ist, das Lichtquant als aus Elektron und Positron zusammen-
gesetzt zu betrachten; sondern mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit ist es aus Proton und
Antiproton usw. zusammengesetzt. Zum Schlu8 wird dann noch kurz gezeigt, wie man sich

eine qualitative Vorstellung iiber das Zustandekommen des Coulomb-Feldes machen kann.

m AnschluB} an eine grundlegende Arbeit von Heisen-

berg! werden die dort niedergelegten Gedanken iiber
eine zukiinftige Theorie der Elementarteilchen, die bei
Heisenberg in die Form einer Integralgleichungstheorie
gekleidet sind, mittels einer Differentialgleichungstheorie
dargestellt. Diese Darstellung bedeutet bereits eine starke
Einschrinkung der allgemeinen Heisenbergschen Theorie,
da in der letzteren der Grad der Ableitungen begrenzt ist,
wihrend eine allgemeine Integralgleichungstheorie diqui-
valent ist einer Differentialgleichungstheorie unendlich
hoher Ordnung. Physikalisch bedeutet das, da} man
erstens im Gegensatz zur Heisenbergschen Formulierung
das Grundspektrum der Elementarteilchen der wechsel-
wirkungsfreien Theorie diskret und endlich wihlen muf.
Wie sich nachher zeigen wird, ist nimlich der Grad der
héchsten Ableitung, der in der Theorie vorkommt, gleich

1 W.Heisenberg, Z. Naturforschg. 5a, 251 [1950].

der Anzahl (falls man zwischen Teilchen und Antiteilchen
unterscheidet, gleich der halben Anzahl) der Elementar-
teilchen des Grundspektrums. Zweitens werden die An-
sitze fiir die Wechselwirkungsenergie der Teilchen unter-
einander stark eingeschrinkt, da in einer Differential-
gleichungstheorie die’ Wechselwirkungsenergiedichte als
gewohnliche Dichtefunktion darstellbar sein muf3. Sie darf
also nur von der Wellenfunktion 1 und deren rdumlichen
und zeitlichen Ableitungen 3mq)/3xm am betrachteten
Raum-Zeitpunkt x, selbst abhingen. Ob die obigen Ein-
schrinkungen gerechtfertigt sind, muf3 sich beim weiteren
Ausbau der Theorie zeigen.

Die Differentialgleichungstheorie hat den Vorteil, daf3
bei ihr die Korrespondenz zur bisherigen Quantenmechanik
besonders deutlich wird. So sieht man z. B., daf3 die Regu-
larisierungsbedingungen fiir die Vertauschungsrelationen
(V.-R.) der Wellenfunktionen untereinander ganz von
selbst aus den quantenmechanischen Bewegungsgleichun-



